TOÁN 4:
A. PHẦN GIẢI TÍCH
Chương 2: HÀM SỐ LŨY THỪA, HÀM SỐ MŨ VÀ HÀM SỐ LOGARIT

I. LŨY THỪA




II. HÀM SỐ LŨY THỪA
Hàm số  được gọi là hàm số lũy thừa
Tập xác định:
·  
· 
· 
III. LÔGARIT
	


Lôgarit cơ số a của b: 


Tính chất: cho 

Qui tắc tính Lôgarit: cho  ( hay a,b,c dương)
· 
· 
	




· 
Đổi cơ số: cho a,b,c dương và :  
Đặc biệt:


Lôgarit tự nhiên hay là lôgarit cơ số e ; 
IV. HÀM SỐ MŨ VÀ HÀM LÔGARIT
	Hàm số mũ
	Hàm số lôgarit

	Hàm số mũ cơ số a: 
Đạo hàm: 
	Hàm số lôgarit cơ số a:
 
Đạo hàm: 
hàm số y = logax xác định khi , tăng nếu a > 1, giảm nếu a < 1


Bài tập 
Tìm tập xác định của các hàm số:
a.. ; b.  ; c. ; d. 
V. PHƯƠNG TRÌNH MŨ VÀ PHƯƠNG TRÌNH LÔGARIT
	Phương trình mũ cơ bản
	Phương trình lôgarit

	
PT mũ : 


Cách giải:
Có thể dùng một trong các phương pháp sau đây
· Đưa về cùng một cơ số
· Phương pháp đặt ẩn phụ
· Phương pháp logarit hóa
	Phương trình lôgarit :
 
có nghiệm duy nhất với mọi b
Cách giải:
Có thể dùng một trong các phương pháp sau đây
· Đưa về cùng một cơ số
· Phương pháp đặt ẩn phụ
· Phương pháp mũt hóa


Bài tập
Câu 1: Giải các phương trình sau đây
a)                   đáp số: 
b)                            cách giải:Đặt 
c)                Chia hai vế cho ; Đặt  nghiệm x=0
Câu 2: Giải các phương trình sau đây
a/ 
Điều kiện: 
Khi đó phương trình tương đương:  
Vậy phương trình đã cho vô nghiệm
b/ 
Điều kiện: 


Vậy phương trình đã cho có nghiệm x = 7.
c/ 
Điều kiện: 



Vậy phương trình đã cho có nghiệm x=6.
d/ 
Điều kiện: 


Vậy nghiệm của phương trình là x=5
Bài tập tương tự: 

VI. BẤT PHƯƠNG TRÌNH MŨ VÀ BẤT PHƯƠNG TRÌNH LÔGARIT
	Bất Phương trình mũ cơ bản
	Bất Phương trình lôgarit

	
Bất PT mũ : 
𝐻oặc 
Cách giải:
Có thể dùng một trong các phương pháp sau đây
· Đưa về cùng một cơ số
· Phương pháp đặt ẩn phụ
· Phương pháp logarit hóa
	Bất  trình lôgarit :
 
Hoặc 
Cách giải:
Có thể dùng một trong các phương pháp sau đây
· Đưa về cùng một cơ số
· Phương pháp đặt ẩn phụ
· Phương pháp mũt hóa



Ví dụ:Giải các phương trình mũ
 

Đặt 
Ta có hệ bất phương trình 
Với 

Vậy tập nghiệm của bất phương trình là: 
Ví dụ 2: Giải các bất phương trình lôgarit
a/


Vậy tập nghiệm của bất phương trình là: 
b/ 

Vậy tập nghiệm của bất phương trình là (5/3; 3)

Bài tập tương tự
1. Giải phương trình: 
2. Giải phương trình: 
3.  Giải phương trình: 
4.  Giải phương trình: 
5.  Giải phương trình: 
6.  Giải phương trình :  trên tập hợp số thực
7.  Giải phương trình: 
8.  Cho . Tính giá trị của biểu thức 



Chương 3: NGUYÊN HÀM – TÍCH PHÂN VÀ  ỨNG DỤNG
NGUYÊN HÀM
3.1.1. Định nghĩa nguyên hàm.
	



  (F(x) là một nguyên hàm của f(x), C là hằng số tuỳ ý .)	


  ;  			
	;               


1.1.4. Bảng tích phân các hàm số thông dụng:
	
0dx=c

1dx=x+c




 =+c( ≠ –1)







	










+c



.
		PHƯƠNG PHÁP TÍNH TÍCH PHÂN BẤT ĐỊNH( hay nguyên hàm)
Có 2 phương pháp: pp đổi biến và pp tính tích phân từng phần
1.. Phép đổi biến:

Ví dụ1: tính I = 

Đặt t = sinx  dt =cosxdx


=>=
Ví dụ2:
2. Phương pháp tính tích phân từng phần:
	





Ví dụ: 
Đặt 


Do đó 
1)Tính I =     Đặt					 



I== xlnx-

2)Tính I=

Đặt


I=

3)Tính I=

     (Với J =xdx)

Ta tính: J =xdx

Đặt				

=>J = 

=>I=

4)Tính I =

Ta có: I=




5)Tính I =

Đặt	

	=>
	
	
	
	

	u
	P(x)
	P(x)
	P(x)

	dv
	
	cosx
	lnx



Bài tậptương tự : Tính 
a/ 

Bài 2: TÍCH PHÂN

	
	



 ; (C là hằng số )

Đặc biệt	 
	
1) 	

2)	

3)	




Tính 

Đặt t = sinx , t đơn điệu trên  có 

cosxdx = dt; x = 0 => t = 0; x =  => t = 1

	=>
 Phép lấy tích phân từng phần:
Giả sử u(x), v(x) là những hàm số có đạo hàm liên tục trong [a;b] , thì :

	                Đó là công thức tích phân từng phần 

Ví dụ:     Tính  
Đặt 


Ta có 

Tính 

Đặt +


=> 
Bài tập tương tự: 


1.  Tính tích phân  
2.  Tính tích phân  
3. Tính tích phân  
4.  Tính tích phân  
5.  Tính tích phân  
6.  Tính tích phân  
7.  Tính tích phân  
8. [bookmark: _GoBack]Tính tích phân  

VII. SỐ PHỨC
 thì a là phần thực và b là phần ảo

 ;                   
Các phép toán của số phức
Cho hai số phức 	


Phương trình bậc hai:
ax2+ bx + c = 0. Tính 

Bài tập 
1/2009: Giải phương trình     
2/ 2010: a/ Cho 2 số phức . Xác định phần thực và phần ảo của số phức 
b/ Cho 2 số phức . Xác định phần thực và phần ảo của số phức 
3/2011: a/ Giải phương trình  trên tập số phức
b/ Giải phương trình  trên tập số phức
4/2012:a/  Tìm các số phức  , biết z = 3 – 4i.
b/ Tìm căn bậc hai của số phức 
5/ 2013: a/ Cho số phức z thỏa mãn . Tìm số phức liên hợp của z.
b/  Giải phương trình  trên tập số phức.
6/ 2014: Không có
7/2015: Cho số phức z thỏa mãn hệ thức . Tính mô dun của z
8/2016: Cho số phức z= 1 + 2i. Tìm phần thực và phần ảo của số phức 

B. PHẦN HÌNH HỌC

Chương 3: PHƯƠNG PHÁP TỌA DỘ TRONG KHÔNG GIAN
Bài 1: HỆ TỌA ĐỘ TRONG KHÔNG GIAN
1. CÁC CÔNG THỨC THƯỜNG DÙNG
1.1. Các phép toán vectơ
Trong không gian Oxyz cho hai vectơ  ta có 
a) 
b) 
c)  với k là một số thực
1.2. Hai vectơ bằng nhau
Trong không gian Oxyz cho hai vectơ  thì

1.3. Tọa độ trung điểm I của đoạn thẳng AB

1.4. Tọa độ trọng tâm G của tam giác ABC

1.5. Tọa độ trọng tâm G của tứ diện ABCD

1.6. Mô đun vectơ: 
1.7. Khoảng cách giữa hai điểm A, B


1.8. Tích vô hướng của hai vectơ 

1.9. Điều kiện để hai vectơ vuông góc

1.10. Góc của hai vectơ

1.11. Tích vô hướng ( hay tích hữu hướng) của hai vectơ


Tính chất: 


1.12. Điều kiện để hai vectơ cùng phương


1.13. Điều kiện để ba vectơ đồng phẳng ( cùng song song với một mặt phẳng)

1.14. Diện tích tam giác ABC

1.15. Diện tích hình bình hành ABCD

1.16. Thể tích tứ diện ABCBD

Bài tập áp dụng:
Ví dụ 1: Cho 
a) Chứng minh rằng tam giác ABC là tam giác vuông.
b) Tính diện tích tam giác ABC
Giải

a/ nhận xét 
Vậy tam giác ABC vuông tại B
b/  ; 
Do tam giác ABC vuông tại B nên=
Bài tập
Bài tập 1: Với hệ tọa độ Oxyz trong không gian, cho . Hãy tính  và 
Bài tập 2: Cho ba điểm  .
Tìm tọa độ trọng tâm G của tam giác ABC
Bài tập 3: Cho hình hộp ABCD. A’B’C’D’. Biết . Tính tọa độ các đỉnh còn lại của hình hộp.
MẶT CẦU
1. Phương trình mặt cầu
· Mặt cầu tâm I(a; b;c) , bán kính R > 0 có phương trình :

· Phương trình tổng quát:

Với điều kiện: 
Lúc đó mặt cầu (S) có tâm I ( a;b;c) và bán kính 
Lưu ý: Nếu phương trình mặt cầu có dạng:
Với điều kiện: 
Thì tâm mặt cầu I ( -a;  -b;  -c) và có bán kính 
2. Vị trí tương đối giữa mặt phẳng và mặt cầu
Cho mặt cầu (S) tâm I và bán kính R. Mặt phẳng (P): Ax+By+Cz+D=0. Khoảng cách từ tâm đến mặt phẳng (P) là: d=d(I; (P)).
Trường hợp 1: Nếu d > R thì (P) không cắt (S)
Trường hợp 2: Nếu d <  R thì (P) cắt (S) theo giao tuyến vòng tròn ( C )
Trường hợp 3: Nếu d = R thì (P) tiếp xúc (S) tại tiếp điểm H. Khi đó (P) Gọi là tiếp diện của (S) tại H. Tiếp điểm H chính là hình chiếu của I xuống mặt phẳng (P).
Bài 2: PHƯƠNG TRÌNH MẶT PHẲNG
1. Phương trình tổng quát

-Vect tơ pháp tuyến của mặt phẳng (P):  
- Phương trình mặt phẳng qua làm vectơ pháp tuyến. Khi đó phương trình mặt phẳng có dạng: 


      
· Các mặt phẳng đặc biệt: 
· Nếu  là một cặp vectơ chỉ phương của mặt phẳng (P) ( với  không cùng phương với )Thì vectơ pháp tuyến của mặt phẳng (P) là:  .









Ví dụ: Cho .
a/ Viết phương trình mặt phẳng (ABC).
b/ Viết phương trình của mặt phẳng trung trực của cạnh BC. 
Giải:
a/ Ta có 
 
Mặt phẳng (ABC) có cặp vectơ chỉ phương là:  nên ta có vectơ pháp tuyến là:

Vậy (ABC) qua C, nhận  làm vectơ pháp tuyến
(ABC): 

b/ Mặt phẳng trung trực của BC đi qua trung điểm I của BC và vuông góc với BC.
Ta có: I(3; 1; 0); 
Gọi mặt phẳng (P) là mặt phẳng trung trực của  BC, (p) qua I và nhận  làm vectơ pháp tuyến. Khi đó



2. Khoảng cách từ một điểm đến một mặt phẳng




Ví dụ: Tìm khoảng cách từ M ( 2; 3; -1) đến mặt phẳng (P): x – 2y + 2z – 6 = 0
Giải: 

3. Góc của hai mặt phẳng
Cho hai mặt phẳng : 




4. Điều kiện để hai mặt phẳng vuông góc

5. Tương giao giữa hai mặt phẳng


	Trùng nhau
	Song song
	Cắt nhau

	
	
	



Bài tập áp dụng: 
Ví dụ: Tính khoảng cách từ gốc tọa độ và từ điểm M(1; -2; 13) đến mặt phẳng 
(P): 2x – 2y – z + 3 = 0
Giải: 
Áp dụng công thức tính khoảng cách . Ta có 


Ví dụ: Tính khoảng cách giữa hai mặt phẳng song song (P) và (Q) cho bởi các phương trình sau đây:
(P): x + 2y +2z + 11 = 0 và (Q): x + 2y + 2z + 2 = 0
Giải:
Ta biết khoảng cách giữa hai mặt phẳng song song bằng khoảng cách từ một điểm bất kì của mặt phẳng này tới mặt phẳng kia.
Ta lấy điểm M( 0; 0; -1) thuộc (Q). Khi đó khoảng cách giữa hai mặt phẳng là:

Ví dụ:  Định m để hai mặt phẳng sau đây vuông góc


Giải
Theo bài ra ta có 



Do 

Ví dụ: Tính góc nhọn tạo bởi hai mặt phẳng sau:
(P): 5x + 3y +4z  -7 = 0;   (Q): x +2y + z – 4 = 0
Giải
Ta có 

Suy ra 
Ví dụ: Viết phương trình mặt phẳng  () qua A (4; -3; 2) và vuông góc với hai mặt phẳng
(P): x – y +2z – 3 = 0;  (Q): 2x – y – 3z = 0
Giải

Mặt phẳng () vuông góc với (P); (Q) nên nhận  làm cặp vectơ chỉ phương.
Do đó , vectơ pháp tuyến của mặt phẳng () là 
Do đó ta có phương trình mặt phẳng () là :


Bài 3: Phương trình đường thẳng trong không gian
3.1. Phương trình
3.1.1. Phương trình tham số và chính tắc
Đường thẳng ) đi qua điểm  có vectơ chỉ phương .
* Phương trình tham số của đường thẳng )

Với t là tham số.
* Phương trình chính tắc của đường thẳng )

3.1.2. Phương trình tổng quát
Phương trình đường thẳng ) là giao tuyến của hai mặt phẳng . Khi đó ) là nghiệm của hệ phương trình:

Ta có 


Khi đó ta có vectơ chỉ phương của ) là: 
Ví dụ: Viết phương trình tham số của đường thẳng ) đi qua điểm M(1; 2; 3) và có vectơ chỉ phương 
Giải:
Phương trình tham số của ) là: 
Ví dụ: Viết phương trình tham số của đường thẳng AB với A(1; -2; 3) và B(3; 0; 0).
Giải
Đường thẳng AB có vectơ chỉ phương 
Phương trình tham số của đường thẳng AB là: 

Ví dụ: Chứng minh đường thẳng d: 
vuông góc với mặt phẳng 
Giải:
Ta có :
Đường thẳng d có vectơ chỉ phương 
Mặt phẳng có vectơ pháp tuyến là: 
Do  suy ra đường thẳng (d) vuông góc với mặt phẳng 
Ví dụ: Cho A(4; 2; -1); B(3; 0; 2). Hãy viết phương trình tham số, chính tắc, tổng quatscuar đường thẳng AB.
Giải.
Ta có vectơ chỉ phương của đường thẳng AB là:   
Phương trình tham số : 

Phương trình chính tắc:

Phương trình tổng quát của (AB)

Ví dụ: Viết phương trình tham số của đường thẳng (d)

Giải
Ta có 
Vậy vectơ chỉ phương của đường thẳng (d) là:


Cho x=0 thay vào phương trình đường thẳng (d) giải ra ta được y =4 và x= 1. 
Vậy phương trình đường thẳng (d) đi qua điểm A( 0; 4; 1)  và có vectơ chỉ phương 


3.1.3. Tọa độ giao điểm giữa một đường thẳng và mặt phẳng
Trường hợp 1: nếu đường thẳng dạng tham số thì thay x; y; z và phương trình mặt phẳng ta giải được tham số t . Suy ra tọa độ giao điểm.
Trường hợp 2: Nếu đường thẳng dạng hệ phương trình của 2 mặt phẳng thì ta kết hợp với mặt phẳng giải hệ phương trình 3 pt và 3 ẩn tìm x; y; z. Suy ra tọa độ giao điểm.
3.2..Vị trí tương đối của đường thẳng và mặt phẳng
Cho đường thẳng (d) qua m và có vectơ chỉ phương  và mặt phẳng (P) có vectơ pháp tuyến .
Trường hợp 1:  Nếu . thì (d) cắt (P) tại 1 điểm.( hay phương trình có đúng 1 nghiệm)
Trường hợp 2:  Nếu . và  thì (d) chứa (P) : Có vô số giao điểm.(hay pt có vô số nghiệm)
Trường hợp 3:   Nếu . và  thì (d)  song song với (P) : Không có giao điểm.9 hay pt vô nghiệm)
3.3. Điều kiện để đường thẳng và mặt phẳng vuông góc
Mặt phẳng (P) có vectơ pháp tuyến: ;
Đường thẳng (d) có vectơ chỉ phương: 

Ví dụ: Cho mặt phẳng (P): 3x-2y+z-5=0
Viết phương trình đường thẳng (d) đi qua A(4; 2; 0) và vuông góc với (P).
Giải
Mặt phẳng (P) có vectơ pháp tuyến 
 nên nhận  làm vectơ chỉ phương.
Vậy phương trình đường thẳng (d) cần tìm là:
 

3.4. Góc của đường thẳng và mặt phẳng
Mặt phẳng (P) có vectơ pháp tuyến: ;
Đường thẳng (d) có vectơ chỉ phương: 
Với  là góc nhọn của (d) và (P), ta có:

3.5. Góc của hai đường thẳng
Đường thẳng  có vectơ chỉ phương 
Đường thẳng  có vectơ chỉ phương 
Với  là góc nhọn của   và  ta có: 

3.6. Khoảng cách từ một điểm đến một đường thẳng
Đường thẳng  đi qua điểm M và có vectơ chỉ phương . Điểm A bất kì không thuộc 

3.7. Điều kiện để hai đường thẳng song song, cắt nhau, chéo nhau
Cho hai đường thẳng  có phương trình tham số lần lượt là:
 và 
· khi hệ pt (1) = (2) có  đúng 1 nghiệm
·  
Lưu ý:  
· khi hệ pt (1) = (2) vô nghiệm
Ví dụ: Xét vị trí tương đối của hai đường thẳng
a/  và 
b/  và 
c/  và 
Giải

a/  

Vì  và  nê d song song với 
b/  Xét hệ phương trình  (2) Từ (1) và (2) ta suy ra t = -1 và t’=1. Thay vào phương trình (3) thỏa mãn.
Vậy hệ phương trình trên có nghiệm là t = -1 và t’=1. Suy ra d cắt  tại điểm M(0; -1; 4).
c/ Ta có:
  

Vì không tồn tại k để   nên  không cùng phương. Suy ra d và  hoặc cắt nhau hoặc chéo nhau.
Xét hệ phương trình:
Từ (1) và (2) giải ra ta được . Thay vào phương trình (3) không thỏa mãn.
Suy ra  hệ phương trình vô nghiệm.
Vậy hai đường thẳng  d và  chéo nhau.
3.8. Hình chiếu của một điểm M xuống đường thẳng và mặt phẳng
Ví dụ: Cho A(-1;3;-2). Tìm hình chiếu của A xuống 
a/ Mặt phẳng (P): 2x – y + z + 1 = 0
b/ Đường thẳng 
Giải
Gọi  là đường thẳng qua A và vuông góc với mặt phẳng (P).
Khi đó  nhận vec tơ pháp tuyến của mặt phẳng (P):  làm vec tơ chỉ  phương
Khi đó đường thẳng 
Thay  vào mặt phẳng (P): 

Vậy hình chiếu của điểm A xuống mặt phẳng (P) là: B(1, 2, -1)
b/ Gọi (Q) là mặt phẳng qua A và vuông góc với  (d).
Khi đó (Q) nhận vec tơ chỉ phương của đường thẳng   làm vec tơ pháp tuyến.
Vậy phương trình mặt phẳng (Q) là: 
Thay  vào phương trình mặt phẳng (Q): 

Vậy hình chiếu của A xuống đường thẳng  là N(-3; 4; 0)
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